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Введение
Неравенствам для полиномов и рациональных функций посвящена
обширная литература (см., например, библиографию в [1], [2]). В по-
следнее время значительное внимание уделяется полиномам с ограни-
чениями на дугах единичной окружности [3]-[10]. В частности, в рабо-
те [9] показано, как из принципа мажорации для мероморфных функций
[11]-[13] вытекают новые теоремы типа покрытия, искажения и оценки
модуля произведения старшего и свободного коэффициентов алгебраче-
ского полинома с ограничениями на дугах окружности. Цель настоящей
работы – уточнение и обобщение результатов статьи [9]. Работа состоит
из двух частей. В первой части приводятся теоремы для рациональных
функций, непосредственно вытекающие из принципа мажорации (см.
[11]- [14]), примененного к подходящей мероморфной функции, и завися-
щие от функции Грина и внутреннего радиуса дополнительных к дугам
окружности областей. Во второй части получены неравенства для поли-
номов в случае одной дуги. Эти неравенства дополняют соответсвующие
результаты статьи [9]. В основе доказательств в этой части работы лежит
подход, предложенный В.Н. Дубининым в работе [15] и в общих чертах
сводящийся к следующему: по заданному полиному строится аналитиче-
ская функция, а затем к ней приненяются методы геометрической теории
функций комплексного переменного. Технические детали доказательств
заимствованы из работы А.В. Олесова [3].
Работа выполнена при финансовой поддержке the European Research
Council Advanced grant № 267055 (the author had a postdoctoral position
at the Bolyai Institute, University of Szeged, Aradi v. tere 1, Szeged 6720,
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Всюду ниже Γ – объединение конечного числа непересекающихся за-
мкнутых невырожденных дуг единичной окружности |z| = 1, D = Cz\Γ,
gB(z, ζ) – функция Грина области B и r(B, z) – внутренний радиус обла-
сти B относительно точки z [14].
Γα = {z = eix : −α ≤ x ≤ α}, 0 < α < pi.
В работе будут рассматриваться полиномы с комплексными коэффици-
ентами вида
P (z) = cnz
n + ...+ ckz
k, n > k, cnck 6= 0, (1)







, p0 ≥ 0, aj ∈ Cz \ (Γ ∪ {0}), (2)
где P – полином вида (1).
x+ = max{0, x}.
m = m(F ; Γ) = min
z∈Γ
|F (z)|,
M = M(F ; Γ) = max
z∈Γ
|F (z)|,
где F - полином или рациональная функция в зависимости от контекста.
Под степенью рациональной функции будем понимать число прооб-











Φ˜(ω) = ω +
√
ω2 − 1,
обратной к функцииЖуковского, выбирается во внешности дуги окруж-
ности, соединяющей точки ±1 и проходящей через точку i tg(α/2), из
условия Φ˜(∞) =∞, а функция
Φ(ω) = ω +
√
ω2 − 1







§1. Неравенства для рациональных функций
Теорема 1. Пусть R – несократимая рациональная функция вида
(2) и пусть h(z) = R(z)R(1/z). Тогда для любой точки z выполняется
неравенство∣∣∣2h(z)−M2 −m2 + 2√(h(z)−M2)(h(z)−m2)∣∣∣ ≤






j) + gD(1/z, a
′
j)))
(при любом выборе значения корня в левой части), где a′j - те aj, ко-
торые являются полюсами функции h, а p′ – их число с учетом по-
рядка. Равенство в точке z 6= 0,∞ и z /∈ Γ при некотором значении
корня достигается в том и только том случае, когда для функции h
h(D) = Cw \ [m2,M2] и h осуществляет полное N-кратное накрытие
области Cw \ [m2,M2] областью D, где N– степень h.
Доказательство. Области D и G = Cw \ [m2,M2] имеют классические
функции Грина. Функция h мероморфна вD и имеет в областиD полюса
в точках a′j и 1/a′j, j = 1...p′, и полюса порядка (n− k− p)+ в точке z = 0
и точке z =∞. Кроме того, при стремлении точки z к множеству Γ все
предельные граничные значения функции h лежат на отрезке [m2,M2].
По теореме 1 работы [13] в точках области D справедливо неравенство








причем равенство в точках z 6= 0 и∞ выполняется тогда и только тогда,
когда G = h(D) и функция h осуществляет полное N -кратное накрытие
области Cw\[m2,M2] областьюD. Из симметрии областиD относительно
окружности |z| = 1 имеем













Замечание. Экстремальная рациональная функция определяется с
точностью до умножения на целую степень z и на произведение Бляшке
с полюсами, не лежащими на Γ.
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Теорема 2. В обозначениях теоремы 1 для коэффициентов несо-
















Равенство в (3) достигается в том и только том случае, когда для
функции h(z) = R(z)R(1/z) h(D) = Cw \ [m2,M2] и h осуществляет
полное N-кратное накрытие области Cw \ [m2,M2] областью D, где N–
степень h.













(gD(∞, a′j) + gD(∞, 1/a′j))
)}
,
причем равенство выполняется только в случае, указанном в формули-
ровке теоремы. Легко видеть, что
log |z|+ gD(z, 0) ≡ gD(z,∞).
Поэтому
log r(D, 0) = gD(0,∞).
Наконец, прямые вычисления дают






Обозначим через ω(z, E,Ω) гармоническую меру множества E ⊂ ∂Ω
в точке z относительно области Ω. В случае Ω = D плотность гармони-




ω(ζ,Γ ∩ {eiθ : 0 ≤ θ ≤ x}, D), ζ ∈ D, eix ∈ Γ.
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Теорема 3. В обозначениях теоремы 1 для несократимой рацио-
нальной функции R вида (2) имеет место неравенство





(M2 − |R(z)|2)(|R(z)|2 −m2),
(4)
где z = eix ∈ Γ. Равенство в (4) достигается тогда и только тогда, ко-
гда для функции h(z) = R(z)R(1/z) h(D) = Cw \ [m2,M2] и h осуществ-
ляет полное N-кратное накрытие области Cw \ [m2,M2] областью D,
где N– степень h.
Доказательство. Функция h, заданная в области D, удовлетворя-
ет условиям, при которых справедливо следствие 2 работы [12], если в
качестве G взята область Cw \ [m2,M2]. Следовательно,
|R′(z)R(1/z) +R(z)R′(1/z)(−1/z2)|√
(M2 − |R(z)|2)(|R(z)|2 −m2)
=
|zR′(z)R(z)− zR′(z)R(z)|√
(M2 − |R(z)|2)(|R(z)|2 −m2) =
2|=zR′(z)R(z)|√






















где z ∈ Γ, а ∂
∂n+
означает дифференцирование вдоль радиуса от центра
единичной окружности, а ∂












, z ∈ int(Γ),
следует








(M2 − |R(z)|2)(|R(z)|2 −m2).
Здесь под int(Γ) понимается множество Γ, из которого исключены концы
образующих его дуг. Ввиду симметрии области D
$(a, z) = $(1/a, z), a ∈ Cz \ Γ, z ∈ int(Γ).
Для завершения доказательства неравенства осталось заметить, что
|=zR′(z)R(z)| =
∣∣∣∣=zR′(z)R(z) R(z)R(z)
∣∣∣∣ = 12 |(|R(z)|2)′x|.
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Утверждение о знаке равенства следует из соответствующего утвер-
ждения теоремы 2 работы [12] или следствия 1 работы [13]. Теорема
доказана.
Рассмотрим способ нахождения экстремальной рациональной функ-
ции для одной дуги Γ = Γα. Для этого воспользуемся рассуждениями
из работ [9] и [16, стр. 106-107]. Предположим, что M = 1 и m = 0.
Знаки равенств в теоремах 1-3 тогда и только тогда, когда для функ-
ции h(z) = R(z)R(1/z) h(D) = Cw \ [0, 1] и h осуществляет N -кратное
накрытие области Cz \ [0, 1] областью D, где N – степень h. Построим










, u˜(z) = Φ (δ(z)) , z ∈ C \ Γα,
– соответственно однолистное и двулистное отображения внешности дуги










(u− u(aj))(u− u(1/aj)) .
Функции u(z) и u˜(z) принимают в симметричных относительно единич-
ной окружности точках попарно сопряженные значения. Отсюда и из
симметричности точек aj u 1/aj следует вещественность функции B(u).
Кроме того, B(|u| > 1) = {|u| > 1}.
Рассмотрим функцию
Ω(z) = u˜(n−p)+(z)B[u(z)].
Из принципа симметрии следует, что функция Ψ[Ω(z)] регулярна во всей
плоскости Cz за исключением полюсов aj и 1/aj, j = 1...p, и полюсов






(z − aj)(1− ajz)
,





На дуге Γα имеем h(z) ≡ |R(z)|2, и нули рациональной функции могут
быть найдены из уравнения Ψ[Ω(z)] = −1.
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В случае полинома приведенное рассуждение сводится к рассужде-
нию, приведенному в [9], в результате которого приходим с точностью









(z2 − 2akz + 1), при нечетных n,
где ak = cos2 α2 − sin2 α2 cos pi(2k−1)n .
Ранее в работе Л.С. Маергойза и Н.Н. Рыбаковой [5] было доказано
свойство полинома Pα наименее отклоняться от нуля на дуге окружно-
сти среди полиномов с нулями на этой дуге и старшим коэффициентом
равным 1 (см. также [6]).
Замечание. Экстремальный полином может быть также представ-
лен в виде









где Tn(z) – полином Чебышева первого рода степени n, а ε – любое число
такое, что |ε| = 1 (см. [9] [7]).
§2. Неравенства для полиномов
Функция
z = ϕ(w) = w
1 + w sin(α/2)
w + sin(α/2)
конформно и однолистно отображает область |w| > 1 на внешность дуги
Γα, причем бесконечность переходит в бесконечность [3]. Функция w =
ψ(z), обратная к функции z = ϕ(w), имеет представление:














, z ∈ Cz \ Γα.
С данным полиномом P вида (1) свяжем функцию
ρ(z) =
2P (z)P (1/z)−M2 −m2
M2 −m2 .
На множестве G = {w : |w| > 1, ρ(ϕ(w)) /∈ [−1, 1]} определим меро-
морфную функцию ζ = F (w), полагая в точках w, в которых ϕ(w) 6= 0,





Пусть D – совокупность областей, составляющих множество G \ {w :
|F (w)| = 1}. В силу принципа максимума модуля для реглярной функ-
ции имеет место неравенство∣∣∣∣ wΦ[δ(ϕ(w))]
∣∣∣∣ < 1, |w| > 1.
Отсюда, а также из граничных свойств функций Φ[ρ(ϕ(w))] и Φ[δ(ϕ(w))]
следует, что при приближении точки w к границе каждой области из D
все предельные значения |F (w)| меньше либо равны единице. Более того,
0 < |F ′(∞)| < ∞. Повторяя доказательство леммы 2.2 [15] по отноше-
нию к функции 1/F (1/w), убеждаемся, что для любой области D ∈ D
выполняется либо F (D) ∩ {ζ : |ζ| > 1} = ∅, либо F (D) = {ζ : |ζ| > 1}.
Во втором случае существует обратная к F (w) функция w = f(ζ), одно-
листно отображающая |ζ| > 1 на область D.
Теорема 4. Пусть P – полином вида (1) и h(z) = P (z)P (1/z), то-
гда любых точек z имеет место неравенство∣∣∣2h(z)−M2 −m2 + 2√(h(z)−M2)(h(z)−m2)∣∣∣ ≤
≤ (M2 −m2)βλ,r(z)
r(z)
∣∣∣∣Φ [ 21− cosαΨ(z)− 1 + cosα1− cosα
]∣∣∣∣n−k , (5)
Кроме того, при |ψ(z)| > rλ справедливо неравенство∣∣∣2h(z)−M2 −m2 + 2√(h(z)−M2)(h(z)−m2)∣∣∣ ≥
≥ (M2 −m2)αλ,r(z)
r(z)





M2 −m2 , r(z) = |ψ(z)|,
a αλ,r(z), βλ,r(z) – корни уравнений
λ(r(z) + 1)2x = r(z)(x+ 1)2 и λ(r(z)− 1)2x = r(z)(x− 1)2,
соответственно, лежащие на интервале (1, r(z)];
rλ = 2λ
−1 − 1 + 2
√
λ−1(λ−1 − 1).
Знаки равенства в (5) и (6) при подходящем выборе корня достигаются,
например, для полинома Pα.
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Доказательство. Пусть w = f(ζ) – функция, определенная выше.
Непосредственным вычислением получаем
1







Лемма Шварца дает λ = |f ′(∞)|−1 ≤ 1. (см. также [9]).
Функция f1(ζ) = f ′(∞)/f(1/ζ) однолистна в круге |ζ| < 1, меньше по
модулю, чем λ−1, и представляется степенным рядом
f1(ζ) = ζ + α2ζ
2 + α3ζ
3 + ... .






∣∣∣∣ ≤ (1− |λf1(ζ)|1− |ζ|
)2
, 0 < |ζ| < 1. (7)
Знак равенства слева или справа в (7), хотя бы в одной точке имеет место






где β – вещественное число. (см., например [15],[17]).
Пусть w, |w| = r, ϕ(w) 6= 0, есть точка множества f(|ζ| > 1). Правое
неравенство в (7) дает
(|F (w)| − 1)2




Так как функция y = (x− 1)2/x строго возрастает на промежутке x > 1
существует единственный корень βλ,r уравнения λ(r − 1)2x = r(x − 1)2,












Таким образом, (8) выполняется при любом w, |w| > 1, ϕ(w) 6= 0. Де-
лая замену ϕ(w) = z и используя явное представление функции δ(ξ),
получаем неравенство (5)
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Убедимся теперь в справедливости неравенств (6). Пусть w, |w| = r >
rλ, ϕ(w) 6= 0, есть точка множества f(|ζ| > 1). Левое неравенство в (7) и
строгое возрастание функции y = (x+ 1)2/x на промежутке x > 1 дают
(|F (w)|+ 1)2








Следовательно, существует единственный корень αλ,r уравнения λ(r +
1)2x = r(x+ 1)2, лежащий в интервале (1, r], и для этого корня имеем





Теперь покажем, что любая точка w, |w| > rλ, принадлежит образу
f(|ζ| > 1). Предположим противное, то есть, что имеет место неравен-
ство
rλ < r
∗ = inf{r : r > 1, |F (w)| > 1 ∀w, |w| = r}.
На окружности |w| = r∗ найдется точка w∗, удовлетворяющая условию
|F (w∗)| = 1. (11)
С другой стороны, для любой последовательности wk, |wk| > r∗, k =
1, 2, ..., сходящейся к w∗, из (9) получим
|F (wk)| ≥ αλ,r∗ , k = 1, 2, ...,
что противоречит (11). Таким образом, (10) имеет место при любом w,
|w| = r > rλ, ϕ(w) 6= 0. Делая замену ϕ(w) = z , убеждаемся в справед-
ливости (6) при r(z) = |w|.
Случай равенства следует из тождества F (w) ≡ w при указанном
многочлене. Теорема доказана.


















Знак равенства в (12) достигается, например, для полинома Pα.
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Доказательство. Пусть w = f(ζ) – функция, определенная выше.
Если точка ζ, |ζ| = 1, является точкой регулярности функции f(ζ), при-
чем |f(ζ)| = 1, то получаем (см. [15, с. 21])





Если точка w, |w| = 1, является точкой регулярности функции |F (w)| и
одновременно лежит на границе области D ∈ D такой, что F (D) ∩ {ζ :
|ζ| > 1} = ∅, то в этой точке выполняется неравенство
∂|F |
∂|w| ≤ 0.




′(ζ)|−1 ≤ 2 sinn−k(α/2)
√
|cnck|
M2 −m2 . (14)
Таким образом, неравенство (14) выполняется во всех точках единичной
окружности за исключением, может быть, конечного числа таких точек.
Далее, под значениями функции w = ψ(z) в точках дуги Γα будем
понимать значения, получаемые в результате регулярного продолжения
этой функции из области |z| > 1. В точках w ∈ ψ(Γα), в которые функции
Φ[ρ(ϕ(w))], Φ[δ(ϕ(w))] конформно продолжаются из |w| > 1, имеем
∂|F |




Полагая ϕ(w) = z = eix и учитывая (14), приходим к неравенству






































Для доказательства неравенства (12) остается заметить, что при данном
выборе точек w на окружности |w| = 1 выполняется∣∣∣∣Φ˜(iz − cosαsinα
)∣∣∣∣ = Λ(α, z),
а также, как и при доказательстве теоремы 3, что
|ρ′(z)| = |P ′(z)P (1/z) + P (z)P ′(1/z)(−1/z2)| =
= |zP ′(z)P (z)− zP ′(z)P (z)| = 2|=zP ′(z)P (z)| =
= 2
∣∣∣∣=zP ′(z)P (z) P (z)P (z)
∣∣∣∣ = |(|P (z)|2)′x|.
Случай равенства следует из тождества F (w) ≡ w при указанном
многочлене. Теорема доказана.
Устремляя α к pi при k = 0, приходим к неравенству, полученному
В.Н. Дубининым в работе [18, Теорема 2]










+ (n− k) cos2(α/2)
∣∣∣∣) ≤ 1.
(16)
Знак равенства в (16) достигается, например, для полинома Pα.
Доказательство. В некоторой проколотой окрестности точки w = 0,







и пусть ∆(w) = wF˜ ′(w)/F˜ (w). Для этой функции имеем










, ξ = ϕ(1/w).













































































−cnck+1 − cn−1ck − 2(n− k)cnck cos2(α/2)
cnck sin(α/2)
.










F˜ ′′(0) = 2F˜ ′(0)
−cnck+1 − cn−1ck − 2(n− k)cnck cos2(α/2)
cnck sin(α/2)
.
Обозначим через f˜(ζ) функцию, однолистную в единичном круге |ζ| < 1,
являющуюся обратной к F˜ (w). Для этой функции
f˜ ′′(0) = −F˜ ′′(0)(f˜ ′(0))3 =
= 32
cnck+1 + cn−1ck + 2(n− k)cnck cos2(α/2))cnck sin4(n−k)−1(α/2)
(M2 −m2)2 .
Тогда при λ =
4|cnck| sin2(n−k)(α/2)
M2 −m2 функция f
∗(0) = f˜(ζ)/f˜ ′(0) в еди-
ничном круге |ζ| < 1 однолистна, по модулю меньше, чем λ−1, и пред-
ставляется степенным рядом
f ∗(ζ) = ζ + α2ζ2 + α3ζ3 + ...,
где
α2 = 4
(cnck+1 + cn−1ck + 2(n− k)cnck cos2(α/2)) sin2(n−k)−1(α/2)
(M2 −m2) .
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В этом случае согласно [17, с. 94]
|α2| ≤ 2(1− λ). (17)
Откуда следует (16). Случай равенства следует из тождества F (w) ≡
w при указанном многочлене. Теорема доказана.
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